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मरिकोणमितीची ओळख(Introduction to trigonometry)

आिि जचमनीररील अंतरे दोरीने, िालत जाऊन मोजू शकतो, िरंतु समुद्रातील जहाजािे दीिसतंभािासूनिे अंतर 
कसे मोजत असतील? झाडािी उंिी कशी मोजायिी ? 

ररील चित्रांिे चनरीक्ि करा. चित्रातील प्रशन गचिताशी चनगचडत अाहेत. या प्रशनांिी उततरे चमळरणयासाठी गचित 
चरषयाचया चत्रकोिचमती या शाखिेा उियोग होतो. चत्रकोिचमतीिा उियोग अचभयांचत्रकी, खगोलशासत्र, नौकाशासत्र 
इतयादी शाखांमधयहेी केला जातो.

चत्रकोिचमती (Trigonometry) हा शबद तीन ग्ीक शबदांिासून तयार झाला आहे. Tri महिजे तीन,  
gona महिजे िाजू, metron महिजे मोजमाि.

आिि चत्रकोिािा अभयास केला आहे. काटकोन चत्रकोि, िाय्ागोरसिे प्रमेय आचि समरूि चत्रकोिांिे गुिधम्व 
यांचया आधारे चत्रकोिचमती चरषयािी सुरुरात होते. 
तयांिी उजळिी करू.
• D	ABC मधये ÐB हा काटकोन आहे तर ÐB या

काटकोनासमोरील िाजू AC ही कि्व आहे.
ÐA  समोरील िाजू BC आहे, ÐC समोरील िाजू 
AB आहे.

या चत्रकोिाचया संदभा्वत िाय्ागोरसचया प्रमेयािे चरधान 
(AB)2 + (BC)2 = (AC)2

उंिी कशी 
मोजायिी?

या झाडािी उिंी 
चकती असेल?

A

B C
आकृती 8.1

• चत्रकोिचमतीिी ओळख
• चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

• चत्रकोिचमतीय गुिोततरातील संिंध
• चरचशटि कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

ते जहाज चकनाऱयािासून 
चकती दूर असेल?

जरा आठवूया.

चला, मिकूया.

8 मरिकोणमिती
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·	 जर	D ABC ~ D PQR	तर	त्यांच्य	सांगत	बयजू	

प्रमयणयत		असतयत,	म्हणज	े AB
PQ

BC
QR

AC
PR

= =

एखयद्य	मयेठ्य	झयडयची	उांची	मोजय्ची	असेल	तर	समरूप	त्रिकोणयांच्य	गुणधमयमाचय	उप्ोग	करून	ती	कशी	
कयढतय	्ेते	ते	पयहू.

 कृती ः	 ्हय	प्र्ोग	त्िवसय	चयांगले	ऊन	असेल	तेव्हय	करतय	्ेतो.	शेजयरील	आकृती	पय्हय.
	 	 QR	्ही	झयडयची	उांची	आ्हे.	BC	्ही	एकय	कयठीची	उांची	आ्हे.

ल्हयन	 कयठी	 जत्मनीत	 उभी	 रोवून	 त्तची	
उांची	व	त्तच्य	सयवलीची	लयांबी	मोजय.	झयडयच्य	
सयवलीची	 	लयांबी	 मोजय.	सू्यमाचे	 त्करण	समयांतर	
असल्यमुळे	D PQR	व	D ABC	्हे	समकोन	
म्हणजेच	 समरूप	 त्रिकोण	 आ्हेत,	 ्हे	 जयणून	
घ्य.	समकोन	त्रिकोणयांच्य	सांगत	बयजू	प्रमयणयत	

असतयत	 ्यचय	 उप्ोग	 करून	 QR
PR

BC
AC

=  

त्मळते.	म्हणून	झयडयची	उांची		

 QR = BC
AC

PR× 	्ेह	समीकरण	त्मळते.

PR,	BC	व	AC	आपल्यलय	मय्हीत	आ्हेत.	्य	त्कमती	समीकरणयत	घयलून	QR	ची	लयांबी,	म्हणजेच	
झयडयची	उांची	ठरवतय	्ेते.	

आकृती	8.2

A

B C Q

P

R

 कृती ः	 वरील	कृती	करून	तुम्ही	सवतः	पररसरयतील	उांच	झयडयची	उांची	कयढय.	
	 पररसरयत	झयड	नसेल	तर	एखयद्य	खयांबयची	उांची	कयढय.	

आकृती	8.4

त्िव्यचय
खयांब कयठी

्हय	प्र्ोग	सकयळी	8	वयजतय	न	करतय	िुपयरी	11ः30	त्कंवय	1ः30	लय	करणे	सो्ीच	ेआ्हे.	ते	कय?

B

A CP

Q

R

क
यठी

आकृती	8.3

विचार करूया
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काटकोन D	ABC मधये, ÐB = 90° अाहे तर ÐA र ÐC हे लघुकोन आहेत.

उदा.

ÐP समोरील िाजू = . .  . ÐP लगतिी िाजू = . . . .
ÐR समोरील िाजू = . . . ÐR लगतिी िाजू = . . . . 

C

BA ¯
ÐA लगतिी भुजा

ÐA िी संमुख भुजा¯कि्व

आकृती 8.5

ÐC लगतिी भुजा

ÐC िी संमुख भुजा
¯

¯कि्व

A B

C

आकृती 8.6

A

E

B C F

P

Q

आकृती 8.8

आकृती 8.7 RQ

P

  मरिकोणाचया संदभा्मतील काही संज्ा (Terms related to triangle)

काटकोन D	PQR मधये 

  मरिकोणमितीय गुणोततरे (Trigonometic ratios)

शेजारील आकृती 8.8 मधये काही काटकोन चत्रकोि 
दाखरले आहेत. तयांिा ÐB हा सामाईक कोन आहे. 
तयामुळे हे सर्व काटकोन चत्रकोि समरूि आहेत.
ये्े D	PQB ~	D	ACB आहे.
\	 PB

AB
PQ
AC

BQ
BC

= =

 
PQ
AC

PB
AB

=   \ PQ
PB

AC
AB

=   . . . . .  एकांतर चक्या

 QB
BC

PB
AB

=   \ 
QB
PB

BC
AB

=  . . . . .  एकांतर चक्या

जाणून घेऊया.
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PQ
PB  र 

AC
AB ही गुिोततरे समान आहेत.

  PQ
PB

 = AC
AB

 = 
ÐB चया समोरील िाजू

कि्व
      

     या गुिोततराला B या कोनािे साइन (sine) गुिोततर असे महितात. हे गिुोततर ्ोडकयात sinB असे चलचहतात.
(ii)    D	PQB र D	ACB मधये 

     BQ
PB

 = 
ÐB	चया लगतिी िाजू

कि्व
 आचि BC

AB
 =  

ÐB चया लगतिी िाजू

कि्व

     BQ
PB

 = BC
AB

 = 
ÐB	चया लगतिी िाजू 

कि्व
    या गिुोततराला कोन B िे कोसाईन (cosine) गुिोततर असे महितात. हे गुिोततर ्ोडकयात cosB असे 
चलचहतात.

(iii) PQ
BQ

AC
BC

= =  
ÐB चया समाेरील िाजू

ÐB चया लगतिी िाजू

   या गिुोततराला कोन B िे टटँजंट (tangent) गिुोततर असे महितात. हे गिुोततर ्ोडकयात tanB असे चलचहतात.
उदा. 

ÐB चया समोरील िाजू

कि्व

D	PQB मधये,

PQ
PB

 = 

D	ACB मधये,

AC
AB

 = 
ÐB चया समोरील िाजू

कि्व

ÐB समोरील िाजू

C
q

B

A

आकृती 8.11

काही रेळा काटकोन चत्रकोिाचया लघुकोनािंी मािे  q(्ीटा),
a	 (अलिा), b (िीटा) इतयादी ग्ीक अक्रांनी दश्वरतात. 
सोितचया आकृतीत, D ABC चया C या लघुकोनािे माि q 
या अक्राने दाखरले आहे. अशारेळी sinC, cosC, tanC ही 
गुिोततरे अनुक्मे sinq, cosq, tan q अशीही चलचहतात. 

खालील आकृतया 8.9 आचि 8.10 या आकृती 8.8 मधून रेगळ्ा केलेलया चत्रकोिांचया आहेत.

आकृती 8.9

P

QB
ÐB लगतिी िाजू

¯

¯ ÐB समोरील िाजूकि्व

आकृती 8.10

A

C
ÐB लगतिी िाजू

¯

¯

B

कि्व

(i)
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शेजारील आकृती 8.12 मधये D	PQR िा ÐR हा 
काटकोन आहे तर खालील गुिोततरे चलहा.
(i) sin P (ii) cos Q (iii) tan P (iv) tan Q

1.

2.

3.

आकृती 8.13 मधये D	XYZ  हा काटकोन चत्रकोि 
आहे. ÐXYZ = 90° आहे. िाजूंिी लांिी a,b,c 
अशी चदली आहे. याररून खालील गुिोततरे चलहा.
(i) sin X (ii) tan Z (iii) cos X (iv) tan X

काटकोन D LMN मधये, ÐLMN = 90° 
ÐL = 50° आचि ÐN = 40° आहे.  
याररून खालील गुिोततरे चलहा.
(i) sin 50°  (ii) cos 50°
(iii) tan 40°  (iv) cos 40°

P

Q

R

आकृती 8.12

सरारसंि 8.1

चदलेलया आकृतीमधये ÐPQR = 90°,
ÐPQS = 90°, ÐPRQ = a र ÐQPS =  q तर 
खालील चत्रकोिचमतीय  गुिोततरे चलहा.
(i) sin a, cos a, tan a 
(ii) sin q, cos q, tan q

4.

 sin C = sin q	= AB
AC

 , cos C = cos q	= BC
AC

 , tan C = tan q	= AB
BC

हे लक्ात ठेवूया.

•	 sin गिुोततर  =  
कोनासमोरील िाजू

कि्व

•		cos गिुोततर = 
कोनालगतिी िाजू

कि्व

•		tan गुिोततर = 
कोनासमोरील िाजू

कोनालगतिी िाजू

आकृती 8.13

XY

Z

a

b

c

आकृती 8.14

L

M N

50°

40°

आकृती 8.15

P

QR S

q

a
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आकृती 8.16 मधये,
D	PMN हा काटकोन चत्रकोि आहे.
mÐM = 90°, ÐP र ÐN हे िरसिरािंे कोचटकोन 
आहेत. 
\	जर mÐN = q	तर mÐP = 90 - q

sin q	=  PM
PN

 ........(1)

cos q	=  NM
PN

 .......(2)

tan q	= PM
NM

 ........(3)

sin(90 - q) = NM
PN

 ........(4)

cos (90 - q) = PM
PN

 .......(5)

tan (90 - q) = NM
PM

 ........(6)

जाणून घेऊया.

  मरिकोणमितीय गुणोततरांिधील संबंध (Relations among trigonometric ratios)

 \	sin q	= cos (90 - q) ........ (1) र (5) ररून
      cos q	= sin(90 - q) ........ (2) र (4) ररून

 आता हेही लक्ात घयाः tan q	´	tan (90 - q) = PM
NM

 ´	 NM
PM

	 ........ (3) र (6) ररून

	 	 	 			\		tan q	´	tan (90 - q) = 1

 तसेि sin q
cos q

 = 

PM
PN
NM
PN

 = PM
PN

 ´	 PN
NM

	=	 PM
NM

	=	tan q

हे लक्ात ठेवूया.

cos (90 - q) = sin q,										sin(90 - q) = cos q	
sin q
cos q

 = tan q,		 															tan q	´	tan (90 - q) = 1

आकृती 8.16

P

MN
q

(90- q)°
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* अमधक िामहतीसाठी 

 1
sin q

 = cosec q,		 1
cos q

 = sec q,			 1
tan q

 = cot q  

महिजिे cosec q,	sec q आचि cot q	ही अनुक्मे	sin q,	cos q	आचि	
tan q	यांिी वयसत गुिोततरे आहेत.

•	sec q	= cosec (90 - q) •	cosec q	= sec (90 - q)

•	tan q	= cot (90 - q) •	cot q	= tan (90 - q)

30°- 60°-90° िापाचया मरिकोणाचा गुणधि्म
एखाद्या चत्रकोिाचया कोनािंी मािे 30°,60°, 90° असतील तर आिलयाला माहीत आहे की, 30° कोनासमोरील 

िाजू किा्वचया चनममी असते आचि 60 ° कोनासमोरील िाजू किा्वचया लांिीचया 3
2

 िट असते.

शेजारील आकृतीमधये, काटकोन D ABC मधये 
ÐC = 30°, ÐA = 60°, ÐB = 90° आहे.

\ AB = 1
2

AC आचि BC = 3
2

AC 

काटकोन D PQR मधये जर ÐR = 30°, 
ÐP = 60°, ÐQ = 90° आचि समजा PQ = a 

तर  PQ = 1
2

 PR

        a = 1
2

 PR

\	PR = 2a

QR = 3
2

PR

QR = 3
2

 ´	2a

QR = 3 a

\	जर  PQ = a तर PR = 2a आचि QR = 3 a

30°

60°

A

BC
आकृती 8.17

आकृती 8.18

a
2a

3 a
30°

60°

P

Q R

  30° व 60° या कोनांची मरिकोणमितीय गुणोततरे (Trignometric ratios of 30° and 60°angles)

जाणून घेऊया.

जरा आठवूया.
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(I) 30° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गिुोततरे.

sin 30° = PQ
PR

a
a

= =
2

1
2

cos 30° = QR
PR

a
a

= =
3
2

3
2

tan 30° = PQ
QR

a
a

= =
3

1
3

sin q	= cos(90-q) 
sin 30° = cos (90°- 30°) = cos 60°
sin 30° = cos 60°

cos q	= sin(90 -q)
cos 30° = sin (90°- 30°) = sin 60°
cos 30°= sin 60°

(II) 60° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे.

sin 60°  = QR
PR

= 
3 a

2a = 
3

2

cos 60° = PQ
PR

= a
2a = 1

2

tan 60° = QR
PQ

= 
3 a
a = 3

 काटकोन D	PQR मधये ÐQ = 90° चदला आहे. ÐP र ÐR हे िरसिरांिे कोचटकोन आहेत, महिून 
कोचटकोनाचया साइन  र कोसाइन  या गुिोततरांमधील संिंध ये्े िडताळून िाहा.

काटकोन D	ABC मधये ÐB= 90°, ÐA =45°, 
ÐC = 45° \ हा समद ्चरभुज काटकोन चत्रकोि 
आहे. समजा, AB = a  तर BC = a 
िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून AC िी लांिी काढू.
    AC2 = AB2 + BC2 
           = a2 + a2 
    AC2 = 2a2

\	AC = 2 aआकृती 8.19

A

B C

a

45°

a2

45°
a

हे लक्ात ठेवूया.

sin 30° = 1
2 cos 30° = 3

2
tan 30° = 1

3

sin 60° = 3
2

cos 60° = 1
2

tan 60° = 3

 
(III) 45° मािाचया कोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे.
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sin 45° = 1
2

,  cos 45° = 1
2

,  tan 45° = 1

मागील आकृती 8.19 मधये ÐC = 45° आहे. 

     sin 45°  = AB
AC

= a
2 a

= 1
2

   tan 45° = AB
BC

= 
a
a

= 1

     cos 45°  = BC
AC

= 
a
2 a = 1

2

हे लक्ात ठेवूया.

(IV) 0° व 90° मापांचया कोनांची लरिकोिलमतीय गुिोततरे

आकृती 8.20

A 

C C CB B B 

A 

A 

काटकोन D	ACB मधये ÐC = 90° आलि ÐB = 30° आहे. sin 30° = 
AC
AB हे आपलयाला माहीत आहे. 

AB ची लांबी स्थिर ठेवून, ÐB चे माप जसेजसे कमी होते तशीतशी ÐB समोरील बाजू AC ची लांबी कमी होते 
महिून ÐB चे माप कमी झाले की sin q	ची लकंमत कमी होते. 
 \	ÐB चे माप 0° होईल तेवहा AC ची लांबी ही 0 होईल.

	 \	sin 0° = AB
AC

AB
0= 	 	 \	sin 0° = 0

आकृती 8.21
B C

85°

B B CC
30° 70°

A 

A A 
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आता आकृती 8.21 िाहा. या काटकोन चत्रकोिात ÐB िे माि जसजसे राढत जाते तसतसे AC िी लािंी राढताना 
चदसते. ÐBिे माि जर 90° झाले तर AC ही AB एरढी होईल.

 \	sin 90° = AC
AB

  \	sin 90° = 1

आिि कोचटकोनािी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे िाचहली आहेत.

        sin q	= cos (90 - q) आचि cos q	= sin (90 - q)

  \	cos 0° = sin (90 - 0)° = sin 90° = 1

  आचि	cos 90° = sin (90 - 90)° = sin 0°= 0

sin 0° = 0,   sin 90° = 1,  cos 0° = 1,  cos 90° = 0

गुिोततरे कोनांिी मािे

 आिलयाला माहीत अाहे की,

 tan q	= sin q
cos q

    \tan 0	= sin 0
cos 0

 = 0
1

 = 0

 िरंतु tan 90°	= 
sin 90°
cos 90°  = 1

0
  

 िरंतु 1
0

 हा भागाकार करता येत नाही. q	लघुकोन असून तो मोठा होत होत 90° चया जरळ जाऊ

 लागतो, तसा tan q	अचनिांधििे मोठा होत जातो. िरंतु tan 90 िी चकंमत ठररता येत नाही. 

हे लक्ात ठेवूया.

चरचशटि मािाचया कोनांिी चत्रकोिचमतीय गुिोततरे

0° 30° 45° 60° 90°

sin 0
1
2

1
2

3
2

1

cos 1 3
2

1
2

1
2 0

tan 0
1
3

1 3 ठररता येत नाही

हे लक्ात ठेवूया.
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साेडवलेली उदाहरणे

उदा (1) चकंमत काढा ः 2tan 45° + cos 30° - sin 60°
उकल ः 2tan 45° + cos 30° - sin 60°

  = 2 ´	1	+	 3
2
	-	 3

2
	 	 = 2 + 0

  = 2

उदा (2) चकंमत काढा. 34°
56°

sin
cos

उकल ः 56° + 34° = 90° महिजे 56 र 34 ही कोचटकोनािंी मािे आहेत.
  sin q	= cos (90- q)
 \				sin 34°	= cos (90- 34)° = cos 56°
 \				 cos

sin
cos
cos

56
34

56
56

1°
°
=

°
°
=

उदा (3) काटकोन D	ACB मधये जर ÐC = 90°, AC = 3, BC = 4 तर 
 ÐA र ÐB िी खालील चत्रकािचमतीय गुिोततरे काढा.
 sin A, sin B, cos A, tan B
उकलः काटकोन D	ACB मधये िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून,
 AB2= AC2 +BC2

       = 32 + 42

       = 52

         AB  = 5
 sin A = BC

AB
 = 4
5

    cos A = AC
AB

 = 3
5

 

 sin B = AC
AB

 = 
3
5     tan B = 

AC
BC  = 3

4

उदा (4) काटकोन D	PQR मधये ÐQ = 90°, ÐR= q  आचि जर
 sin q	= 5

13
 तर cos q, tan q काढा.

उकल ः

A 

B C

3

4
आकृती 8.22

q

P

Q R
आकृती 8.23

काटकोन D	PQR मधये ÐR= q
     sin q	= 5

13
 

\	 PQ
PR

 = 5
13
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P

Q R
q

5k
13k

12k

आकृती 8.24

\	PQ = 5k आचि PR = 13k मानू. 

िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून QR काढू.

PQ2 + QR2 = PR2

(5k)2 + QR2 = (13k)2

25k2 + QR2 = 169 k2

 QR2 = 169 k2 - 25k2

 QR2 = 144 k2

 QR = 12k

आता काटकोन D PQR मधये PQ = 5k आचि PR = 13k, QR = 12k

cos q	= QR
PR

k
k

= =
12
13

12
13

 , tan q	= PQ
QR

k
k

= =
5
12

5
12

मवचार करूया

(1) ररील उदाहरि सोडरताना PQ आचि PR या िाजूंिी लांिी 5k आचि 13k का घेतली आहे?

(2) PQ आचि PR िी लािंी अनुक्मे 5 आचि 13 घेता येईल का? घेता येत असलयास लेखनात काही िदल  
 करारा लागेल का? 

मरिकोणमितीिधील िहत्वाचे सिीकरण

P

Q R
q

आकृती 8.25

D	PQR हा काटकोन चत्रकोि आहे 
ÐPQR = 90°, ÐR= q मानू.

sin q = PQ
PR

 ..........(1)

cos q	= QR
PR

 ..........(2)

िाय्ागोरसचया प्रमेयाररून
PQ2 + QR2 = PR2

\	 PQ
PR

QR
PR

PR
PR

2

2

2

2

2

2+ = .... प्रतयेक िदाला 
   PR2 ने भागले

\	 PQ
PR

QR
PR







 + 






 =

2 2

1

\	(sin q)2 + (cos q)2 = 1.... (1) र (2)  
      ररून
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हे लक्ात ठेवूया.

(sin q)2 महिजे sin q	िा रग्व, हा sin2 q	असा चलचहतात.
sin2 q + cos2 q = 1 हे समीकरि आिि िाय्ागोरसिे प्रमेय रािरून q	हा एक लघुकोन असिाऱया 

काटकोन चत्रकोिाचया साहाययाने चसद् ध केले.  q	= 0° चकंरा q	= 90°  असेल तरीही हे समीकरि सतय असते 
यािा िडताळा घया. 

sin2 q + cos2 q = 1 हे समीकरि कोितयाही मािाचया कोनासाठी सतय असलयामुळे तयाला चत्रकोिचमतीतील 
मूलभूत चनतय समानता महितात.

(i) 0 £	sin q £	1, 0 £	sin2 q £	1   (ii) 0 £	cos q £	1, 0 £	cos2 q £	1

सरावसंच 8.2

1. खालील सारिीत प्रतयेक सतंभात एक गिुोततर चदले आहे. तयाररून इतर दोन गिुोततरे काढा आचि ररकामया  
 जागा भरा.

sin q
11
61

1
2

3
5

cos q
35
37

1
3

tan q 1
21
20

8
15

1
2 2

2. चकमती काढा.

 (i) 5 30 3 45sin tan° + °    (ii) 4
5

60 3 602 2tan sin° + °  

 (iii) 2 30 0 3 90sin cos sin° + °+ °    (iv) tan
sin cos

60
60 60+

 

 (v) cos sin2 245 30° + °    (vi) cos cos sin sin60 30 60 30°× °+ °× °

3. जर sin q	= 4
5

 तर cos q काढा.

4. जर cos q	= 15
17

 तर sin q काढा.
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संकीण्म प्रशनसंग्रह 8

1. खालील िहुिया्वयी प्रशनांचया उततरािा अिूक िया्वय चनरडा.
 (i) खालीलिैकी कोिते चरधान सतय आहे.
  (A) sin q	= cos (90- q)   (B) cos q	= tan (90- q) 
  (C) sin q	= tan (90- q)   (D) tan q	= tan (90- q)
 (ii) sin 90° िी चकंमत खालीलिैकी कोिती ?

  (A) 3
2

  (B) 0   (C) 1
2

   (D) 1

 (iii) 2 tan 45° + cos 45° - sin 45° = चकती ?
  (A) 0   (B) 1  (C) 2  (D) 3

 (iv) cos
sin
28
62
°
°
=  चकती ?

  (A) 2  (B) -1 (C) 0  (D) 1

2. काटकोन D	TSU मधये TS = 5, ÐS = 90°, 
 SU = 12 तर sin T, cos T, tan T काढा. 
 तसेि sin U, cos U, tan U काढा.

3. काटकोन D	YXZ मधये, ÐX = 90°, XZ = 8 सेमी,
 YZ = 17 सेमी तर sin Y, cos Y, tan Y, 
 sin Z, cos Z, tan Z काढा.

4. काटकोन D	LMN मधये ÐN = q, ÐM = 90°,
 cos q  = 25

24  तर sin q	आचि tan q	ही गुिोततरे काढा, 

 तसेि (sin2 q)  र  (cos2 q) िी चकंमत काढा.

5. गाळलेलया जागा भरा. 
 (i) sin20° = cos °   

 (ii) tan30° ́ tan ° =1  

 (iii) cos40° = sin °    

qqq

आकृती 8.27

X Y

Z

8 17

L

M Nआकृती 8.28

आकृती 8.26

T

US




