
Class 12 Maths Notes Chapter 5  सांत� तथा अवकलनीयता

��ावना ( Introduction):
िपछली क�ा म� हम फलनो ंकी सीमा तथा ब�पदीय फलनो ंएवं
ि�कोणिमतीय फलनो ंका अवकलन करना सीख चुके ह�। इस अ�ाय म� हम सात� (Continuity),
अवकलनीयता (Differentiability).791 57cto reefeath Hitamente at मह�पूण� संक�नाओ ंको
��ुत कर� गे। यहाँ हम �ितलोम ि�कोणिमतीय फलनो ंका अवकलन करना भी सीख�गे। यहाँ पर हम
कुछ नये �कार के फलनो ंको ��ुत कर रहे ह�, िजनको चरघातांकी (Exponential) और लघुगणकीय
(Logarithmic) फलन कहते ह�।

फलन की सततता या सात� (Continuity of A Function):
मान लीिजये िक f वा�िवक सं�ाओ ंके िकसी उपसमु�य म� प�रभािषत एक वा�िवक फलन है और
मान लीिजये िक f के �ा� म� a एक िब�दु है। तब िब�दु a पर संतत है, यिद
limx→a lim𝑥 → 𝑎  f(x) = f(a)

िव�ृत �प से यिद x = a पर बायी ंसीमा, दायी ंसीमा और फलन के मान का यिद अ���
(existence) है और ये सभी एक-दूसरे के बराबर हो,ं तो x = a पर फलन संतत कहलाता है।

याद कीिजये िक यिद x = a पर बाय� प� तथा दाय� प� की सीमाय� संपाती ह� तो इनके उभयिन� मान को
हम x = a पर फलन की सीमा कहते ह� । इस �कार हम सात� की प�रभाषा को एक अ� �कार से भी
�� कर सकते ह� जो िक इस �कार से एक फलन x = a पर संतत है, यिद फलन x = a पर
प�रभािषत है और यिद x = a पर फलन का मान x = a पर फलन की सीमा के बराबर है। यिद x = a
पर फलन संतत नही ंहै तो हम कहते ह� िक a पर f असंतत (Discontinuous) है तथा a को f का एक
असांत� का िब�दु (Point of Discontinuity) कहते ह�।

इसको हम िन� �कार से भी प�रभािषत कर सकते ह��िकसी फलन f(x) का लेखा िच� (Graph) खीचंने
पर जो व� �ा� होता है वह इस �कार हो िक िकसी िब�दु x = a पर टूटता न हो तो फलन f(x) उस
िब�दु पर संतत (Continuous) कहलाता है। इसके िवपरीत यिद िकसी िब�दु पर फलन f(x) का
लेखािच� टूट जाता है, तो उस िब�दु को फलन का असांत� िब�दु (Point of Discontinuity) कहते ह�।

यिद कोई फलन f(x) िकसी अ�राल (a, b) के ��ेक िब�दु पर संतत हो तो उस फलन को अ�राल
(Interval) (a, b) म� संतत कहते ह�। सात� को �ािमतीय �प से समझने के िलए िन�िल�खत आरेखों
पर (0, 2):िवचार करते ह�
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(1) फलन f(x) = 1, यिद x ≤ 0
= 2, यिद x > 0
का आरेख िन� �कार है यह फलन वा�िवक रेखा के ��ेक िब�दु पर प�रभािषत है। x = 0 के बाय�
फलन के (0, 2), बाय� तथा दाय� प� की सीमाय� �मशः  1 तथा 2 ह�। बाय� - तथा दाय� फलन की सीमाय�
समान संपाती नही ंह�। अतः  x = 0 पर फलन संतत नही ंहै।

(2) फलन f(x) = 1 यिद x ≠ 0
= 2, यिद x = 0
यह फलन भी ��ेक िब�दु पर प�रभािषत है। x = 0 पर दोनो ंही, बाय� तथा दाय� प� की सीमाय� 1 के
बराबर ह�। िक�ु x = 0 पर फलन का मान 2 है जो िक दाय� और बाय� प� की सीमाओ ंके उभयिन�
मान के बराबर नही ंहै। यह एक दूसरा उदाहरण है िजसम� x = 0 पर फलन संतत नही ंहै।

→ फलन के िकसी िब�दु पर सात� (Continuity of A Function At A Point):
फलन f.x) अपने �ा� के िकसी िब�दु x = a पर संतत होगा
यिद
(i) limx→a lim𝑥 → 𝑎  f(x) = f(a) िव�मान हो तथा

(ii) limx→a− lim
𝑥 → 𝑎−  f(x) = limx→a+ lim

𝑥 → 𝑎+  f(x) = f(a) = f (a - 0)

= f (a + 0) = f (a)
⇒ limh→0 limℎ → 0  f(a - h) = limh→0 limℎ → 0 (a + h) = f (a)

अथा�त् बायी ंसीमा = दायी ंसीमा = a पर फलन का मान
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(संतत फलन (Continuous Function):
यिद कोई फलन अपने �ा� के ��ेक िब�दु पर संतत है तो उसे संतत फलन कहते ह�। िन�िल�खत
फलन अपने संगत �ा� म� सदैव संतत होते ह�

अचर फलन : f(x) = c
त�मक फलन : f(x) = x
मापांक फलन : f(x) = |x| = x, x ≥ 0
= -x, x < 0
ब�पद फलन : f(x) = a x  + a x  + a x  + .... +a
ि�कोणिमतीय फलन : sinx, cosx, .......
चरघातांकी फलन : f(x) = a
लघुगणकीय फलन : f(x) = log x, log x

प�रमेय फलन : f(x)g(x)𝑓 ( 𝑥 )
𝑔 ( 𝑥 ) , g(x) ≠ 0

�ितलोम ि�कोणिमतीय फलन : sin x, cos x, ........
अितपरवलय फलन : f(x) = sinhx, coshx, tanhx

असंतत फलन (Discontinuous Function):
यिद कोई फलन अपने �ा� म� कम से कम एक िब�दु पर संतत नही ंहै तो उसे असंतत फलन कहते ह�।
जैसे

1x1
𝑥, x = 0 पर असंतत

tanx, secx, x = ±π2𝜋
2, ± 3π23𝜋

2  पर असंतत

(cotx, cosecx, x = 0, ± π, ± 2π पर असंतत

sin1x1
𝑥, cos1x1

𝑥x = 0 पर असंतत

e , x = 0 पर असंतत
[x], (मह�म पूणा�क फलन) ��ेक पूणा�क पर असंतत
x - [x], (अपूणा�श फलन) ��ेक पूणा�क पर असंतत

→ संतत फलन के गुणधम� (Properties of Continuous Function)
(1) यिद f(x) या g(x) दो ऐसे वा�िवक फलन ह� जो एक वा�िवक सं�ा a के िलए संतत ह� तब
िन�िल�खत फलन भी उस वा�िवक सं�ा a के िलए संतत होगें

f(x) + g(x), x = a पर संतत है
f(x) - g(x), x = a पर संतत है
f(x) . g(x), x = a पर संतत है
f(x) जहाँ पर c अचर है, x = a पर संतत है।

0 n 1 n-1 2 n-2 n

x

e a

-1 -1

1/x
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(2) यिद f(x) तथा (x) दो संतत फलन ह� तो f(x)g(x)𝑓 ( 𝑥 )
𝑔 ( 𝑥 )  उन िब�ओ ंg(x) पर संतत होगा, िजन पर

g(x) ≠ 0
(3) यिद f(x) तथा g(x) दो संतत फलन ह� तो उनका संयु� फलन (gof)(x) भी संतत फलन होगा।

→ अवकलनीयता (Differentiability):
यिद y = fix) कोई संतत फलन है तो x = a पर फलन अवकलनीय होगा यिद फलन के व� के उस
िब�दु पर �श� रेखा खीचंी जा सकती हो। इसके िवपरीत हम इसे इस �कार कह सकते ह� िक फलन
f(x) िब�दु x = a पर अवकलनीय नही ंहोगा यिद व� के इस िब�दु पर अंसतत (टूटा �आ हो) या इस
िब�दु पर व� की िदशा म� कोणीय प�रवत�न हो रहा हो।
अतः  हम कह सकते ह� िक f(x) िब�दु P पर अवकलनीय है, यिद और केवल यिद िब�दु P पर एक
अि�तीय �श� रेखा का अ��� हो अथा�त् व� P पर कोणीय िब�दु न हो।

→ िकसी िब�दु पर दायां अवकलज का मान (Value of Right Derivative At A Point):
िब�दु x = a पर फलन f(x) का दायां अवकलज का मान Rf'(a) = limh→0f(a+h)−f(a)h

limℎ → 0
𝑓 ( 𝑎 + ℎ ) − 𝑓 ( 𝑎 )

ℎ  h > 0 होता है।

→ िकसी िब�दु पर बायां अवकलज का मान (Value Of Left Derivative At A Point):
िब�दु x = a पर फलन f(x) का बायाँ अवकलज का मान Lf"(a)

= f'(a - 0) = limh→0f(a−h)−f(a)−h limℎ → 0
𝑓 ( 𝑎 − ℎ ) − 𝑓 ( 𝑎 )

− ℎ  h > 0 होता है।

→ x = a पर फलन की अवकलनीयता (Differentiability Of Function At x = a)
★ कोई फलन f(x), x = a पर अवकलनीय तब होगा जबिक उसके दाय� अवकलज का मान, बाय�
अवकलज के मान के बराबर होगा। अथा�त् Rf'(a) = Lf' (a)
⇒ f'(a + 0) = f"(a - 0)
⇒ limh→0f(a+h)−f(a)h=limh→0f(a−h)−f(a)−h

limℎ → 0
𝑓 ( 𝑎 + ℎ ) − 𝑓 ( 𝑎 )

ℎ = limℎ → 0
𝑓 ( 𝑎 − ℎ ) − 𝑓 ( 𝑎 )

− ℎ
यिद Rf'(a) ≠ Lf'(a)
तब f(x), x = a पर अवकलनीय नही ंहोगा। कोई फलन संवृत अ�राल (Closed Interval) [a, b] म�
अवकलनीय (differentiable) कहलाता है यिद फलन अ�राल (a, b) के ��ेक िब�दु पर अवकलनीय
(differentiable) हो, साथ ही 'a' तथा 'b' पर भी अवकलनीय हो । इस �कार फलन िववृ� अ�राल
(Open Interval) (a, b) म� अवकलनीय (differentiable) कहलाता है यिद यह (a, b) के ��ेक िब�दु
पर अवकलनीय है।

→ मह�पूण� प�रणाम (Important Results)

��ेक अवकलनीय फलन संतत होता है।
लेिकन ��ेक संतत फलन अवकलनीय हो यह आव�क नही ंहै। जैसे-मापांक फलन f(x) = |x|,
x = 0 पर संतत है, लेिकन अवकलनीय नही।ं
यिद कोई फलन संतत नही ंहै तो वह िनि�त �प से अवकलनीय नही ंहोता है।

ो ो ै
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अवकलनीय फलनो ंका योग, अ�र, गुणनफल, भागफल तथा संयु� फलन भी सदैव
अवकलनीय ही होता है।
��ेक ब�पदीय, चरघातांकी तथा अचर फलन वा�िवक रेखा पर सदैव अवकलनीय होते ह�।
लघुगणकीय फलन, ि�कोणिमतीय फलन तथा �ितलोम ि�कोणिमतीय फलन अपने �ा� पर
अवकलनीय होते ह�।

→ अवकलन के मूल �मेय (Fundamental Theorems On Differentiation)
(1) िकसी भी अचर रािश का अवकलज शू� होता है अथा�त्
(2) एक अचर रािश तथा िकसी फलन के गुणनफल का अवकल गुणांक उस अचर रािश तथा फलन के
अवकलज का गुणनफल होता है।

अथा�त् ddx 𝑑
𝑑𝑥[af(x)] = addx 𝑑

𝑑𝑥[f(x)] = af"(x)

अतः  (अचर रािश × फलन) का अवकलज = अचर रािश × फलन का अवकलज

फलनो ंके बीजीय योगफल का अवकलज, इन फलनो ंके अवकलजो ंके बीजीय योग के बराबर होता है।

अथा�त् ddx 𝑑
𝑑𝑥(u + y + w +....) = dudx+dvdx+dwdx𝑑𝑢

𝑑𝑥 +
𝑑𝑣
𝑑𝑥 +

𝑑𝑤
𝑑𝑥 + ..........

जहाँ u, y, w, ........ सभी x के फलन ह� तथा िजनका पृथक् पृथक् अवकल गुणांक �ात िकया जा सकता
है।

िट�णी-यिद िविभ� फलन + अथवा - िच�ो ंसे स���त हो, तो स�ूण� फलन का अवकल गुणांक
��ेक फलन के अलग
अलग अवकल गुणांक को उिचत िच� सिहत रखकर तथा योग करने पर �ा� होता है

ddx 𝑑
𝑑𝑥

(u ± y ± w ±....) = dudx±dvdx±dwdx𝑑𝑢
𝑑𝑥 ±

𝑑𝑣
𝑑𝑥 ±

𝑑𝑤
𝑑𝑥

± ..........

(4) दो फलनो ंके गुणनफल का अवकलज माना िक u तथा v, x के फलन ह� िजनका पृथक्-पृथक्
अवकल गुणांक �ात िकया जा सकता है।
माना िक y = u.v

तब dydx𝑑𝑦
𝑑𝑥 = u . dvdx𝑑𝑣

𝑑𝑥 + v. dudx𝑑𝑢
𝑑𝑥

अथा�त् ddx 𝑑
𝑑𝑥(u . v) = u .dvdx𝑑𝑣

𝑑𝑥 + v . dudx𝑑𝑢
𝑑𝑥

अतः  दो फलनो ंके गुणनफल का अवकलज = (�थम फलन) × (ि�तीय फलन का अवकलज) + (ि�तीय
फलन) × (�थम फलन का अवकलज) है िट�णी-दो फलनो ंम� से िकसी भी एक को �थम फलन माना
जा सकता है।

�ापकीकरण-उपरो� प�रणाम म� दो से अिधक फलनो ंके गुणनफल का अवकलज भी िन� सू� �ारा
�ात िकया जाता है।

ddx 𝑑
𝑑𝑥(u, v, w, z ......) = (v. w. z.....) dudx𝑑𝑢

𝑑𝑥 + (u, w, z, ......) dvdx𝑑𝑣
𝑑𝑥 + (u, v, z, .......)dwdx

𝑑𝑤
𝑑𝑥  + ..........

े े े ो े ो �
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िनयम-�थम फलन के अवकल गुणांक से शेष सभी फलनो ंके गुणनफल को गुणा कर द�। िफर ि�तीय
फलन के अवकल गुणांक से. शेष सभी फलनो ंके गुणनफल को गुणा कर द�। इस �कार एक-एक करके
सभी फलनो ंके अवकल गुणांको ंको शेष फलनो ंके गुणनफल से गुणा करते जाय� तथा इन पदो ंके बीच
योग (+) का िच� रखते जाय� तो अभी� अवकल गुणांक �ात हो जाता है।

(5) दो फलनो ंके भागफल का अवकल गुणांक

मान लो िक y = uv𝑢
𝑣 है, यहाँ पर u, v चर x के फलन ह�।

→ मह�पूण� फलनो ंके अवकलज (Derivatives of Important Functions)

ddx 𝑑
𝑑𝑥

(x ) = nx

ddx 𝑑
𝑑𝑥(e ) = e

ddx 𝑑
𝑑𝑥(a ) = a  log  a

ddx 𝑑
𝑑𝑥(log x) = 1x1

𝑥

ddx 𝑑
𝑑𝑥(log x) = 1xlogea 1

𝑥log𝑒  𝑎

ddx 𝑑
𝑑𝑥(sin x) = cos x

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cos x) = -sin x

ddx 𝑑
𝑑𝑥(tan x) = sec x

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cot x) = - cosec x

ddx 𝑑
𝑑𝑥(sec x) = sec x tan x

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cosec x) = -cosec x cot x

n n-1

x x

x x e

e

a

2

2
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ddx 𝑑
𝑑𝑥(sin x) = 1√1−x2 1

�1 − 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cos x) = -1√1−x2 1

�1 − 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(tan x) = 11+x2 1

1 + 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cot x) = -11+x2 1

1 + 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(sec x) = 11+x2 1

1 + 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cosec x) = -11+x2 1

1 + 𝑥2

िट�णी-उपरो� प�रणामो ंसे �� है िक जो फलन co श� से �ार� हो रहे ह�, उनका अवकलज
ऋणा�क एवं अ� सभी धना�क।

→ फलन के फलन का अवकलज (Derivative of A Function of A Function):
माना िक y = f(u) तथा u = Φ(x) अथा�त् y, u का फलन है और प, �यं x का फलन है। यह भी माना
िक x म� कोई वृ�� δx के संगत u म� वृ�� δu है और u म� वृ�� δu के संगत y म� वृ�� δy हो, तब

→ �ापकीकरण
y = f(u), u = Φ(v), v = Ψ(w),
w = f(x) तो

dydx=dydu⋅dudv⋅dvdw⋅dwdx𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦

𝑑𝑢 ⋅ 𝑑𝑢
𝑑𝑣 ⋅ 𝑑𝑣

𝑑𝑤 ⋅ 𝑑𝑤
𝑑𝑥

→ लघु िविध (Shortest Method):
इस िविध से अवकल गुणांक �ात करने के िलए हम ��ेक परतं� चर का उसके �तं� चर के सापे�

अवकलज उस समय तक �ात करते ह� जब तक िक हम� dxdx𝑑𝑥
𝑑𝑥 �ा� न हो जाये। त��ात् इन सभी

प�रणामो ंको गुणा कर अभी� अवकल गुणांक �ा� करते ह�।
उदाहरणाथ�-y = cos log x  का x के सापे� अवकल गुणांक �ात करने के िलए सव��थम y का चर,
log x  के सापे� अवकल गुणांक �ात कीिजये जो िक -sin log x  है, िफर log x  का चर x  के सापे�
अवकल गुणांक �ात कीिजये जो िक , है, अ� म� x  का चर x के सापे� अवकल गुणांक �ात कीिजये

ो ै ो ो े े
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जो िक 2x है। अब इन तीनो ंअवकल गुणांको ंका गुणनफल ही y का x के सापे� अभी� अवकल गुणांक
होगा। अथा�त् y = cos log. x

तो 4 = - sin log  x  × 1x2 1

𝑥2  × 2x

= −2x − 2
𝑥  sin log  x

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cos log  x ) = −2x − 2

𝑥 sin log x

→ अ�� फलनो ंके अवकलज (Derivatives of Implicit Functions):
(i) �� फलन (Explicit Function)
यिद िकसी समीकरण म� x तथा y दोनो ंचर हो ंतथा इसम� y को x के (या x को y के) फलन के �प म�
�� �प से �� िकया जा सके तो y को x का (या x को y का) �� फलन कहते ह�।

(ii) अ�� फलन (Implicit Function)
यिद िकसी समीकरण म� x तथा y दोनो ंचर हो ंतथा इसम� y को x के फलन के �प (या x को y के
फलन के �प) म� �� �प म� ��
नही ंिकया जा सके तो ऐसे फलनो ंको अ�� फलन कहते ह�।

ि�या िविध (Working Method)
(1) y को x का फलन मानकर समीकरण f(x, y) = 0 के ��ेक पद का x के सापे� अवकलन कीिजये।

dydx𝑑𝑦
𝑑𝑥 के पदो ंको एकि�त करके dydx𝑑𝑦का मान �ात करते ह�।

→ ि�कोणिमतीय �पा�रण के �योग से अवकलज (Differentiation By Using Trigonometrical
Transformation):
कभी-कभी ि�कोणिमतीय �पा�रण से फलन सरलतम �प म� �ा� हो जाता है िफर उसका अवकलन
गुणांक आसानीपूव�क �ात िकया जा सकता है। साधारणतया यह �पा�रण �ितलोम ि�कोणिमतीय
फलनो ंम� ब�त उपयोगी रहता है। िन�िल�खत ि�कोणिमतीय एवं �ितलोम ि�कोणिमतीय सू� �पा�रण
करने म� ब�त सहायक होते ह�।

sin 2x = 2 sin x cos x
cos 2x = cos x - sin x= 2 cos x-1 = 1 - 2 sin x
sin 2x = 2tan.x

cos 2x = 2tanx1+tan2x 2tan  𝑥

1 + tan2  𝑥

tan 2x = 1−tan2x1+tan2x1 − tan2  𝑥

1 + tan2  𝑥
sin 3x = 3 sin x - 4 sin x
cos 3x = 4 cos x - 3 cos x

2

e 2

e 2

e 2 e 2
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tan 3x = 3tanx−tan3x1−3tan2x3tan  𝑥 − tan3  𝑥

1 − 3tan2  𝑥

sin x ± sin y = sin [x√1−y2�1 − 𝑦2 ± y√1−x2�1 − 𝑥2]

cos x ± cos y = cos [xy ± √1−y2�1 − 𝑦2√1−x2�1 − 𝑥2]

tan x + tan y = tan (x+y1−xy) ( 𝑥 + 𝑦
1 − 𝑥𝑦 )

tan  - tan  = tan (x−y1+xy) ( 𝑥 − 𝑦
1 + 𝑥𝑦 )

sin x + cos x = π2,𝜋
2 ,

sec x + cosec x = π2𝜋
2, tan x + cot x = π2𝜋

2
sin (sin x) = sin (sin x) = x
cos (cos x) = cos (cos x) = x
tan (tan x) = tan (tan x) = x

हम यहाँ पर कुछ मह�पूण� �ित�ापन (Substitutions) दे रहे ह�, िजनका उपयोग अवकलन करने म�
िकया जा सकता है :

�ंजक - �ित�ापन :

√a2−x2�𝑎2 − 𝑥2 x = a sin θ या x = a cos θ

√a2+x2�𝑎2 + 𝑥2 x= a tan θ या x = a cot θ

√x2−a2�𝑥2 − 𝑎2 = a sec θ या x = a cosec θ

√a−xa+x�
𝑎 − 𝑥
𝑎 + 𝑥 या √a+xa−x�

𝑎 + 𝑥
𝑎 − 𝑥 x = a cos 2θ या x = a cos θ

√a2−x2a2+x2�
𝑎2 − 𝑥2

𝑎2 + 𝑥2  या √a2+x2a2−x2�
𝑎2 + 𝑥2

𝑎2 − 𝑥2  = a  cos 2θ या x  = a  cos θ

→ चरघातांकी तथा लघुगणकीय फलन (Exponential And Logarithmic Functions):
चरघातांकी फलन-यिद a कोई वा�िवक सं�ा इस �कार हो िक f(x) = a जहाँ a > 0, a ≠ 1, तब
फलन f(x) = a को चरघातांकी फलन कहते ह� िजसका �ा� वा�िवक सं�ाओ ंका समु�य R होता है
और प�रसर, सम� धना�क वा�िवक सं�ाओ ंका समु�य होता है। अथा�त्
�ा� (Domain) = R (वा�िवक सं�ाओ ंका समु�य)
प�रसर (Range) = R+ (धना�क वा�िवक सं�ाओ ंका समु�य)
जब a = e तब फलन f(x) = a = f(x) = ex इस फलन को �ाकृितक चरघातांकी फलन (natural
exponential function) कहते

-1 -1 -1

-1 -1 -1

-1 -1 -1

-1 -1 -1

-1 -1

-1 -1 -1 -1

-1 -1
-1 -1
-1 -1
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अतः  f(x) = er �ाकृितक चरघातांकी फलन लघुगणकीय फलन-यिद a > 0, a + 1 एक वा�िवक
सं�ा हो तब a = b
तब x, आधार a पर b का लघुगणक कहलाता है तथा इसे �तीक log b = x से िन�िपत करते ह�।
यिद a = 10 अथा�त् आधार 10 हो तो log z को साधारण लघुगणक कहते ह� तथा यिद आधार e हो तो
log x को �ाकृितक लघुगणक कहते ह�।

अतः  f(x) = log x या log x जो िक �ाकृितक लघुगणक है। लघुगणक के िलये िन� सू�ो ंको �मािणत
िकया जा सकता है

log (xy) = log x + log y

log(xy) ( 𝑥
𝑦 )  = log x - log y

logx = n log x

log x x log a = 1 (या log x = 1logxa 1
log𝑥  𝑎)

log e = 1 तथा log 1 = 0
आधार प�रवत�न का मान सू�

log P = logbplogba
log𝑏  𝑝

log𝑏  𝑎 या log p x log a = log p

x के सापे� e  का अवकलज - ही होता है अथा�त् ddx 𝑑
𝑑𝑥e  = e

x के सापे� log x का अवकलज = होता है अथा�त्

ddx 𝑑
𝑑𝑥(log xy) = 1x1

𝑥
x = log x = log e
x  = log x  = m log x

→ लघुगणकीय अवकलन (Logarithmic Differentiation)
जब िदया गया फलन [f(x)]  के �प का हो तब ऐसे फलनो ंका अवकलन करने के िलए हम
सव��थम फलनो ंका लघुगणक (Logarithm) लेते ह� और िफर इससे �ा� प�रणाम का अवकलन करते
ह� अतः  इस िविध को लघुगणकीय अवकलन कहते ह�। जब कभी भी फलन म� चर रािशयाँ घात म� आय�
या फलन जिटल गुणनख�ो ंका गुणनफल हो, तब भी इस िविध का �योग ब�त उपयोगी िस� होता है।
माना िक y = u , जहाँ u तथा v, x के फलन ह�। दोनो ंप�ो ंका
लघुगणक लेने पर log y = log u  = y log u
अब दोनो ंप�ो ंका x के सापे� अवकलन करने पर,

a
10

e

e

a x a

e e

a a b b

x x x

a a e x
m a a m a a

Φ(x)

v
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सावधान (Caution) → y = x  + (cos x)  + x  �कार के फलनो ंम� सीधा लघुगणक लेना स�व
नही ंहै जबिक कभीकभी छा� असावधानी से िन� �कार िलख लेते ह�
log y = x log x + x log cos x + log x. log x

जो िक िनता� गलत है �ों�िक
log (a + b) ≠ log a + log b
ऐसे फलनो ंम� िविवध पदो ंका अवकलन गुणांक अलग-अलग �ात करना पड़ता है। यह िन� उदाहरणों
से और अिधक �� हो जायेगा

→ फलनो ंके �ाचिलक �पो ंके अवकलज ( Derivatives of Functions In Parametric Forms):
�ाचिलक समीकरण (Parametric Equations) जब x तथा y दोनो ंिकसी तीसरी चर रािश के पदो ंम�
�� िकये जाते ह�, जैसे यिद x = f(t), y = Φ(t) हो तो चर रािश t को �ाचल कहते ह� तथा इस �कार के
समीकरण �ाचिलक समीकरण (Parametric Equation) कहलाते ह�।

ऐसे समीकरण म� dydx𝑑𝑦
𝑑𝑥 का मान उनम� �यु� �ाचल का िवलोप (Eliminate) कर अवकलन करने से

�ा� िकया जा सकता है। िक�ु कभी-कभी िवलोपन किठन होता है तब ऐसी ��ित म� हम का मान जब

'dydx𝑑𝑦
𝑑𝑥 ' �ाचल हो तो िन� सू� से �ात कर सकते ह�

अतः  x के सापे� y का अवकल गुणांक, �ाचल के सापे� y और x के अवकल गुणांक का भागफल होता
है।

→ ि�तीय कोिट का अवकलज (Second Order Derivative):
कुछ भौितक एवं �ािमतीय अवधारणा के िलए हम� ि�तीय कोिट के अवकलज के मान की आव�कता
होती है। हम पहले ही अ�यन कर चुके ह� िक यिद y, x का एक अवकलनीय फलन है, तो हम इसका

x x log x

e e e

e e e
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अवकलज dydx𝑑𝑦
𝑑𝑥 �ात कर सकते ह� जो िक इसका �थम कोिट का अवकलज कहलाता है।

अब यिद dydx𝑑𝑦
𝑑𝑥 जो िक पुनः  x का एक अवकलनीय फलन है, तो हम.इसका भी अवकलज

ddx(dydx) 𝑑
𝑑𝑥 ( 𝑑𝑦

𝑑𝑥 )  �ात कर सकते ह� जो िक y का x के सापे� ि�तीय कोिट का अवकलज

कहलाता है और इसे d2ydx2𝑑2𝑦

𝑑𝑥2  �ारा िन�िपत िकया जाता है।

यिद y = f(x) है, तो ि�तीय कोिट के अवकलज को D (y), y , y" तथा f'(x) �ारा भी िन�िपत िकया
जाता है।

→ मा�मान �मेय (Mean Value Theorem):
�� च गिणत� माइकेल रोल (1652-1719) ने बीजगिणत म� समीकरण के मूल �ात करने के िलए एक
मह�पूण� �मेय का �ितपादन िकया था िजसे बाद म� अवकलन म� भी काम म� िलया गया। इस �मेय के
िवकिसत �प का अ�यन रोल �मेय के नाम से िकया जाता है। ला�ांज मा�मान �मेय एवं कई अ�
�मेय इस �मेय पर आधा�रत ह�। यहाँ (A) रोल �मेय एवं (B) ला�ांज �मेय के �योगो ंका अ�यन कर� गे

(A) रोल �मेय (Rolle's Theorem)
मान लीिजये िक एक वा�िवक फलन f संवृत अ�राल [a, b] म� इस �कार प�रभािषत है िक

f संवृत अ�राल [a, b] म� संतत् है,
f िववृत अ�राल (a, b) म� अवकलनीय है, तथा
f(a) = f(b) तो िववृत अ�राल (a, b) म� कम से कम एक िब�दु c इस �कार िव�मान होगा िक
f(c) = 0

रोल �मेय का �ािमतीय अथ� (Geometrical Interpretation of Rolle's Theorem):

उपरो� आकृित I और II म� कुछ ऐसे िविश� फलनो ंके आलेख िदये गये ह�, जो रोल के �मेय की
प�रक�ना को संतु� करते ह�। �ान दीिजये िक a और b के म� ��त व� के िब�दुओ ंपर �श� रेखा
की �वणता पर �ा घिटत होता है। इनम� से ��ेक आलेख म� कम से कम एक िब�दु पर �वणता शू�

ो ै ो े े े ै ो े े े
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हो जाती है। रोल के �मेय के कथन का यही दावा है, �ों�िक y = f(x) के आलेख के िकसी िब�दु पर
�श� रेखा की �वणता कुछ अ� नही ंहै अिपतु उस िब�दु पर f(x) का अवकलज होता है। अथा�त्
�ािमतीय �प म� रोल �मेय का �प िन� �कार प�रभािषत िकया जा सकता है

यिद एक वा�िवक फलन (x) का आलेख िब�दु x = a एवं x = b पर संतत है तथा इन िब�दुओ ंके म�
के आलेख के ��ेक िब�दु पर �श� रेखा खीचंी जा सकती है, िब�दु x = a एवं िब�दु x = b पर कोिटयाँ
समान ह� तो व� पर उ� िब�दुओ ंके म� कम से कम एक िब�दु इस �कार िव�मान होगा िजस पर
खीचंी गई �श� रेखा x-अ� के समा�र होगी।" यिद रोल �मेय की तीनो ंशत� म� से एक भी संतु� न हो,
तो रोल �मेय लागू नही ंहोगी।

(B) ला�ांज का मा�मान �मेय (Lagrange's Mean Value Theorem)
मान लीिजये िक एक वा�िवक फलन संवृत अ�राल [a, b] म� इस �कार प�रभािषत है िक

f संवृत अ�राल [a, b] म� संतत है।
f िववृत अ�राल (a, b) म� अवकलनीय है। तो िववृत अ�राल (a, b) म� कम से कम एक िब�दु c

ऐसा िव�मान होगा िक f'(c) = f(b)−f(a)b−a𝑓 ( 𝑏 ) − 𝑓 ( 𝑎 )
𝑏 − 𝑎

ला�ांज के मा�मान �मेय का �ािमतीय अथ� (Geometrical Interpretation of Lagrange’s Mean
Value Theorem)
फलन y = f(x) का आलेख आकृित IInd म� िदया गया है। हम पहले ही f(c) की �ा�ा व� y = f(x) के
िब�दु (c, f (c)) पर खीचंी गई �श� रेखा की �वणता के �प म� कर चुके ह�।

अब हम आकृित III म� छेदक AB रेखा का झुकाव �ात कर� गे।
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अथा�त् जीवा AB की �वणता व� के x = c िब�दु पर खीचंी �श� रेखा की �वणता के बराबर होती है
अतः  ला�ांज मा�मान �मेय का �ािमतीय अथ� िन� हैमान लीिजये िक एक वा�िवक फलन f(x),
संवृत अ�राल [a, b] म� इस �कार प�रभािषत है िक व� y = f(x) अ�राल [a, b] म� संतत है तथा
अ�राल (a, b) के ��ेक िब�दु पर �श� रेखा खीचंी जा सकती है तो (a, b) म� कम से कम एक िब�दु x
= c अव� िव�मान होगा जहाँ व� पर खीचंी गई �श� रेखा अ�राल के िसरो ंको िमलाने वाली जीवा
के समा�र होगी।

ला�ांज मा�मान �मेय का दूसरा �प (Another form of Lagrange's Mean Value Theorem)
यिद ला�ांज �मेय म� b = a + h, h > 0, c = a + θh ल� जहाँ 0 < θ < 1 तो c ∈ (a, b) = a + θh ∈ (a,
a + h) ला�ांज �मेय िन�िल�खत �प ले लेती है :
यिद वा�िवक फलन f(x) अ�राल [a, a + h] म� इस �कार प�रभािषत है िक

f संवृत अ�राल [a, a + h] म� संतत है,
f िववृत अ�राल (a, a + h) म� अवकलनीय है,

तो 0 एवं 1 के म� कम से कम एक वा�िवक सं�ा 0 इस �कार िव�मान होगी िक
f(a + h) = f(a) + h f' (a + θh)
िट�णी-इस �मेय के िलए �ितबंध f(a) = f(b) आव�क नही ंहै। यह f(a) = f(b) के िलए भी मा� है
तथा इस अव�ा म� यह �मेय रोल �मेय म� प�रवित�त हो जाती है।

→ सात�-एक फलन y = f(x), एक अ�राल म� संतत कहलाता है यिद x के ��ेक मान के िलए
िव�मान हो।

→ िकसी िब�दु पर फलन का सात�-एक फलन f(a) एक िब�दु a पर संतत कहलाता है, यिद
limx→a− lim

𝑥 → 𝑎−  f(x), limx→a+ lim
𝑥 → 𝑎+  f(x) एवं (a) िव�मान हो और limx→a−

lim
𝑥 → 𝑎−  f(x) = limx→a+ lim

𝑥 → 𝑎+  f(x) = f(a)

यिद फलन x = a पर संतत नही ंहै तो x = a पर फलन असंतत कहलाता है।

ो ो
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→ यिद f एवं g, x = a पर संतत फलन हो तो

f ± g भी x = a पर संतत है।
f. g भी x = a पर संतत है।

fg𝑓
𝑔 भी x = a संतत है यिद g(a) # 0

cf भी x = a पर संतत है जहाँ c अचर है।
|f| भी x = a पर संतत फलन है।

→ सभी अचर फलन, बीजीय फलन, त�मक फलन, लघुगणकीय फलन, चरघातांकी फलन,
ि�कोणिमतीय फलन एवं �ितलोम ि�कोणिमतीय फलन अपने �ा� म� सदैव संतत होते ह�।

→ कुछ मह�पूण� अवकलन

ddx 𝑑
𝑑𝑥(x ) = nx

ddx 𝑑
𝑑𝑥(e ) = e

ddx 𝑑
𝑑𝑥

a  = a  log a

ddx 𝑑
𝑑𝑥log x = 1x1

𝑥

ddx 𝑑
𝑑𝑥log x = 1x⋅log6a 1

𝑥 ⋅ log6  𝑎

ddx 𝑑
𝑑𝑥sin x = cos x

ddx 𝑑
𝑑𝑥cos x = - sin x

ddx 𝑑
𝑑𝑥tan x = sec x

ddx 𝑑
𝑑𝑥cot x = -cosec x

ddx 𝑑
𝑑𝑥sec x = sec x tan x

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cosec x) = – cosec x cotx

ddx 𝑑
𝑑𝑥(sin x) = 1√1−x2 1

�1 − 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cos x) = -1√1−x2 1

�1 − 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(tan x) = 11+x2 1

1 + 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(cot x) = -11+x2 1

1 + 𝑥2

ddx 𝑑
𝑑𝑥(sec x) = 1x√x2−1 1

𝑥�𝑥2 − 1

n n-1

x x

x x

e

a

2

2

-1

-1

-1

-1

-1
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ddx 𝑑
𝑑𝑥(cosec x) = -1x√x2−1 1

𝑥�𝑥2 − 1

→ अवकलन के मूलभूत िनयम

ddx 𝑑
𝑑𝑥[k f(x)] = k ddx 𝑑

𝑑𝑥f(x)

ddx 𝑑
𝑑𝑥

[f(x) ± g(x)] = ddx 𝑑
𝑑𝑥

 f(x) ± ddx 𝑑
𝑑𝑥

 g(x)

ddx 𝑑
𝑑𝑥(u, v) = u dvdx𝑑𝑣

𝑑𝑥 + v dudx𝑑𝑢
𝑑𝑥

ddx(uv)=vdudx−udvdxv2 𝑑
𝑑𝑥 (

𝑢
𝑣 ) =

𝑣𝑑𝑢
𝑑𝑥 − 𝑢𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑣2

(fog)'(x) = [f'(g(x))] × g'(x)

यिद y = [f(x)]  तब dydx𝑑𝑦
𝑑𝑥 = y[log f(x), g'(x) + g(x)f(x)𝑔 ( 𝑥 )

𝑓 ( 𝑥 ) f'(x)]

यिद x = f(t) और y = g(t) तब dydx=dy/dtdx/dt𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 / 𝑑𝑡

𝑑𝑥 / 𝑑𝑡

यिद u एवं v, x के फलन हो ंतो dudv=du/dxdv/dx𝑑𝑢
𝑑𝑣 = 𝑑𝑢 / 𝑑𝑥

𝑑𝑣 / 𝑑𝑥

→ रोल �मेय-यिद f(x) एक वा�िवक मान फलन है जो िक संवृत अ�राल [a, b] म� प�रभािषत है तथा

यह संवृत अ�राल [a, b] म� संतत है।
यह िववृत अ�राल (a. b) म� अवकलनीय है।
f(a) = f(b) तब (a, b) म� कम-से-कम एक िब�दु c ∈ (a, b) ऐसा होगा तािक f'(c) = 0

→ ला�ांज मा�मान �मेय
यिद f(x) एक वा�िवक मान फलन है जो िक संवृत अ�राल [a, b] म� इस �कार प�रभािषत है तथा

यह संवृत अ�राल [a, b] म� संतत है
यह िववृत अ�राल (a, b) म� अवकलनीय है तब (a, b) म� कम से कम एक िब�दु c इस �कार

िव�मान होगा िक f'(c) = f(b)−f(a)(b−a)𝑓 ( 𝑏 ) − 𝑓 ( 𝑎 )
( 𝑏 − 𝑎 )

-1

g(x)
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